
o SLOVNOSTI ALGORITMOW UMNOVENIQ POLINOMOW

wALEEW ‘.d., mALA[ONOK g.i. (tAMBOW)

w RABOTAH [1,2] PREDLAGAETSQ NOWYJ PODHOD K OCENKE WYˆISLITELXNOJ SLOVNOSTI ALGEBRAIˆESKIH
ALGORITMOW S RAZREVENNYMI WHODNYMI DANNYMI. oN SOSTOIT W ANALIZE STEPENI RAZREVENNOSTI

DANNYH W TEˆENIE WSEGO WYˆISLITELXNOGO PROCESSA I POLUˆENII TOˆNYH WYRAVENIJ DLQ MATEMATI-
ˆESKOGO OVIDANIQ ˆISLA WSEH ARIFMETIˆESKIH OPERACIJ.

w NASTOQ]EJ RABOTE RAZWIWAETSQ “TOT PODHOD DLQ SRAWNENIQ ALGORITMOW UMNOVENIQ POLINOMOW

NAD KOMMUTATIWNYMI OBLASTQMI. tAKIE ALGORITMY ˆASTO PRIMENQ@TSQ WO MNOGIH PRILOVENIQH

TEORII UPRAWLQ@]IH SISTEM.
rASSMATRIWA@TSQ OBLASTI DWUH WIDOW: OBLASTX Z - CELYE ˆISLA, DLQ ZAPISI KOTORYH NUVNO

NESKOLXKO MA[INNYH SLOW, I OBLASTX W - OBLASTX, WSE “LEMENTY KOTOROJ MOGUT BYTX ZAPISANY W

ODNOM MA[INNOM SLOWE, NAPRIMER, ˆISLA S PLAWA@]EJ TOˆKOJ ILI KONEˆNYE KOLXCA.

aLGORITMY UMNOVENIQ POLINOMOW W OBLASTI W[x]

oPREDELENIE 1. nAZOWEM POLINOMOM TIPA (m,αi) SLUˆAJNYJ POLINOM
∑m

i=1 cix
i−1 IZ W[x] KO“F-

FICIENT ci KOTOROGO OTLIˆEN OT NULQ S WEROQTNOSTX@ αi (1 ≤ i ≤ m).
oBOZNAˆIM E(m,αi) MATEMATIˆESKOE OVIDANIE ˆISLA NENULEWYH KO“FFICIENTOW POLINOMA TIPA

(m,αi): E(m,αi) =
∑m

i=1 αi. eSLI αi = α DLQ WSEH i, TO BUDEM ZAPISYWATX TIP POLINOMA W WIDE

(m,α), A ˆISLO α BUDEM NAZYWATX PLOTNOSTX@ POLINOMA.
nETRUDNO PROWERITX, ˆTO TIP REZULXTATA OPERACIJ SLOVENIQ I UMNOVENIQ OPREDELQETSQ TIPOM

OPERANDOW. dLQ OBLASTI HARAKTERISTIKI 0 SPRAWEDLIWY SLEDU@]IE RAWENSTWA:

(m,α) + (m,β) = (m, 1− (1− α)(1− β)), (1)

(m,α)× (m,β) = (2m− 1, πm
i ). (2)

zDESX I DALEE ISPOLXZU@TSQ OBOZNAˆENIQ

tmi = i, PRI 1 ≤ i ≤ m, tmi = 2m− i, PRI m ≤ i ≤ 2m− 1, (3)

πm
i = 1− (1− αβ)tm

i PRI 1 ≤ i ≤ 2m− 1. (4)

bUDEM OBOZNAˆATX, SOOTWETSTWENNO, EA I EM MATEMATIˆESKIE OVIDANIQ ˆISLA OPERACIJ SLOVENIQ

I ˆISLA OPERACIJ UMNOVENIQ W ALGORITME.
˜ISLO OPERACIJ SLOVENIQ KO“FFICIENTOW PRI SLOVENII DWUH POLINOMOW – “TO ˆISLO NENULEWYH

KO“FFICIENTOW SUMMY. pO“TOMU DLQ SUMMY POLINOMOW (1) POLUˆIM EA = m(1− (1−α)(1− β)).dLQ
STANDARTNOGO ALGORITMA UMNOVENIQ POLINOMOW (2) POLUˆIM EM = EA = m2αβ.

oCENIM SLOVNOSTX ALGORITMA kARACUBY DLQ UMNOVENIQ POLINOMOW.
pUSTX f I g – POLINOMY, IME@]IE TIPY (m,β) I (m, γ), m = 2l, 0 < β, γ ≤ 1. aLGORITM

kARACUBY DLQ WYˆISLENIQ PROIZWEDENIQ “TIH POLINOMOW SOSTOIT W REKURSIWNOM WYˆISLENII PO

FORMULE

fg = ac+ (ac+ bd− (a− b)(c− d))xl + bdx2l, (5)

GDE f = a+ bxl, g = c+ dxl, a, b – POLINOMY TIPA (l, β), c, d – TIPA (l, γ). oBOZNAˆIM

µs = (1− α)2
s

, σ(s) = 1− µs, (6)

πl
i(r, s) = 1− (1− σ(r)σ(s))tl

i , ρl,h
i (r, s) = 1− (1− πl

i(r, s))
h, νr,s = µr + µs − µrµs,

DLQ WSEH NEOTRICATELXNYH CELYH i, r, s I NATURALXNYH h, l, A tli OPREDELENO W (3).
tOGDA σ(0) = α, πl

i(r, s) = 1 − (νr,s)tl
i , ρl,h

i (r, s) = 1 − (νr,s)htl
i I IZ (1) I (2) DLQ WSEH NEOTRICA-

TELXNYH CELYH i, r, s I NATURALXNYH h, l SLEDU@T RAWENSTA:

(l, σ(r)) + (l, σ(r)) = (l, σ(r + 1)), (l, σ(r))× (l, σ(s)) = (2l − 1, πl
i(r, s)), (7)

h∑
j=1

(2l − 1, πl
i(r, s)) = (2l − 1, ρl,h

i (r, s)). (8)
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rASSMOTRIM ALGORITM kARACUBY (5) DLQ SLUˆAQ, KOGDA m = 2M , β = σ(r), γ = σ(s), GDE r I s –
MOGUT BYTX L@BYMI NEOTRICATELXNYMI CELYMI.

oTMETIM, ˆTO IZ TREH PROIZWEDENIJ W WYRAVENII (5) W DWUH SLUˆAQH WYˆISLQ@TSQ PROIZWEDE-
NIQ POLINOMOW, IME@]IH TIPY (l, σ(r)) I (l, σ(s)) I W ODNOM SLUˆAE,KAK SLEDUET IZ RAWENSTWA (7),
PROIZWEDENIE POLINOMOW, IME@]IH TIPY (l, σ(r + 1)) I (l, σ(s+ 1)).

sLEDOWATELXNO, NA k-TOM REKURSIWNOM [AGE NUVNO WYˆISLQTX PROIZWEDENIQ POLINOMOW, IME@-
]IH TIPY (2M−k, σ(r + i)) I (2M−k, σ(s + i)), i = 0, 1, . . . , k. eSLI OBOZNAˆITX dk

i – ˆISLO TAKIH

PROIZWEDENIJ NA k-TOM [AGE, TO LEGKO POKAZATX, ˆTO (2 + z)k =
∑k

i=0 d
k
i z

i QWLQETSQ PROIZWODQ]EJ

FUNKCIEJ POSLEDOWATELXNOSTI dk
i , PRI “TOM dk

i =
(
k
i

)
2k−i.

pREDLOVENIE 1. pRI WYˆISLENII PROIZWEDENIQ POLINOMOW TIPOW (m,σ(r)) I (m,σ(s)), r, s ≥ 0, S
POMO]X@ ALGORITMA kARACUBY NA k-TOM REKURSIWNOM [AGE (k = 1, . . . ,M) WYPOLNQETSQ 3k UMNO-
VENIJ KOEFFICIENTOW, IZ NIH W

(
k
i

)
2k−i SLUˆAQH SOMNOVITELI BUDUT IMETX TIPY (2M−k, σ(r + i)) I

(2M−k, σ(s+ i)), i = 0, 1, . . . , k.
pREDLOVENIE 2. pRI WYˆISLENII PROIZWEDENIQ POLINOMOW TIPOW (m,σ(r)) I (m,σ(s)), r, s ≥ 0, S
POMO]X@ ALGORITMA kARACUBY IMEEM:

EMPK
m,r,s =

M∑
i=0

(
M

i

)
2M−iσ(r + i)σ(s+ i). (9)

w ˆASTNOSTI, PRI r = s = 0 POLUˆIM EM DLQ PROIZWEDENIQ POLINOMOW TIPA (m,α), A DLQ

PLOTNYH POLINOMOW PRI α = 1 POLUˆIM EM = mlog2 3.
pEREJDEM K PODSˆETU ˆISLA SLOVENIJ. rASSMOTRIM ODIN [AG ALGORITMA (5) I KAVDOE IZ SLOVE-

NIJ, KOTOROE ZDESX WYPOLNQETSQ.
1. pOLINOMY a−b I c−d IME@T TIPY (l, σ(r+1)) I (l, σ(s+1)). sLEDOWATELXNO, DLQ IH WYˆISLENIQ

EA1 = l(σ(r + 1) + σ(s+ 1))= l(2− µr+1 − µs+1).
2. pOLINOMY ac I bd IME@T TIP (2l − 1, πl

i(r, s)). iH SUMMA IMEET TIP (2l − 1, ρl,2
i (r, s)). tAK KAK

ρl,2
i (r, s) = 1−ν2tl

i
r,s , TO DLQ WYˆISLENIQ SUMMY ac+bd POLUˆIM EA2 =

∑2l−1
i=1 ρl,2

i (r, s) = 2l−1−Fl(ν2
r,s).

3. pOLINOM (a− b)(c− d) IMEET TIP (2l− 1, πl
i(r+1, s+1)). CLEDOWATELXNO, REZULXTAT WYˆITANIQ

EGO IZ POLINOMA (ac + bd) IMEET TIP (2l − 1, ψi), GDE ψi = 1 − (1 − ρl,2
i (r, s))(1 − πl

i(r + 1, s + 1)) =
1−(ν2

r,sνr+1,s+1)tl
i . dLQ WYˆISLENIQ “TOJ RAZNOSTI POLUˆIM EA3 =

∑2l−1
i=1 ψi = 2l−1−Fl(ν2

r,sνr+1,s+1).
4. pOSLEDNEE SLOVENIE W (5) – “TO SLOVENIE SREDNEGO POLINOMA (ac + bd − (a − b)(c − d))xl S

POLINOMAMI ac I bdx2l. pRI “TOM EGO MALAD[IE l − 1 KO“FFICIENTY SKLADYWA@TSQ SO STAR[IMI

KO“FFICIENTAMI POLINOMA ac, A STAR[IE l − 1 KO“FFICIENTY SKLADYWA@TSQ S MLAD[IMI KO“FFI-
CIENTAMI POLINOMA bdx2l. dLQ KAVDOGO IZ “TIH SLOVENIJ EA4 =

∑l−1
i=1(1− (1− ψi)(1− πl

l−i(r, s)) =∑l−1
i=1 1− (ν2

r,sνr+1,s+1)i(νr,s)l−i = l − 1− (νr,s)lGl(νr,sνr+1,s+1).
5. uˆITYWAQ WSE SLOVENIQ NA ODNOM [AGE REKURSIWNOGO ALGORITMA 2EA1 +EA2 +EA3 +2EA4 (P.1

– P.4), POLUˆIM:

CP (l, r, s) = 8l − 4− l(µr+1 + µs+1)− Fl(ν2
r,s)− Fl(ν2

r,sνr+1,s+1)− 2(νr,s)lGl(νr,sνr+1,s+1).

pREDLOVENIE 3. pRI WYˆISLENII PROIZWEDENIQ POLINOMOW TIPA (m,σ(r)) I (m,σ(s)), r, s ≥ 0,
m = 2M S POMO]X@ ALGORITMA kARACUBY IMEEM:

EAPK
m,r,s =

M−1∑
k=0

k∑
i=0

(
k

i

)
2k−iCP (2M−k−1, r + i, s+ i). (10)

w ˆASTNOSTI, DLQ PROIZWEDENIQ PLOTNYH POLINOMOW, KOGDA α = 1, r = s = 0, POLUˆIM:
EA = 6mlog2 3 − 8m+ 2.

tEPERX MOVNO NAJTI MATEMATIˆESKOE OVIDANIE OTNO[ENIQ ˆISLA WSEH OPERACIJ W STANDARTNOM

ALGORITME UMNOVENIQ POLINOMOW TIPA (m,α) I W ALGORITME kARACUBY. rEZULXTATY PREDSTAWLENY

W PRAWOJ ˆASTI tABL.1.
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aLGORITMY UMNOVENIQ POLINOMOW W OBLASTI Z[x]

bUDEM PREDPOLAGATX, ˆTO KO“FFICIENTY POLINOMOW – “TO CELYE ˆISLA, ZANIMA@]IE NESKOLXKO
MA[INNYH SLOW, I BUDEM GOWORITX, ˆTO CELOE ˆISLO IMEET TIP (w), ESLI ONO HRANITSQ W w MA[INNYH

SLOWAH. pRIMEM SLEDU@]U@ MODELX WYˆISLITELQ:

(w) + (v) = (max(v, w)),

(w)× (v) = (w + v).

dLQ ALGORITMA SUMMIROWANIQ TIPA (w)+(w) ˆISLO SLOVENIJ POLOVIM RAWNYM w, A DLQ STANDARTNO-
GO ALGORITMA UMNOVENIQ (w)×(v) KOLIˆESTWO UMNOVENIJ I KOLIˆESTWO SLOVENIJ POLOVIM RAWNYMI
vw. w KAˆESTWE ALXTERNATIWNOGO UMNOVENIQ RASSMOTRIM UMNOVENIE PO ALGORITMU kARACUBY.

pUSTX f I g – ˆISLA TIPA (w), w = 2l. aLGORITM kARACUBY DLQ WYˆISLENIQ PROIZWEDENIQ “TIH

ˆISEL SOSTOIT W REKURSIWNOM WYˆISLENII PO FORMULE

fg = ac+ (ac+ bd− (a− b)(c− d))pl + bdp2l, (11)

GDE f = a + bxl, g = c + dxl, a, b, c, d – ˆISLA TIPA (w), p = 2P , P – ˆISLO DWOIˆNYH CIFR, KOTORYE
HRANQTSQ W ODNOM MA[INNOM SLOWE, .

tAK VE KAK PRI DOKAZATELXSTWE pREDLOVENIQ 3 ZAMETIM, ˆTO PRI WYˆISLENII PO FORMULE (11)
NEOBHODIMO WYPOLNITX SLEDU@]IE ADDITIWNYE DEJSTWIQ: DWA DEJSTWIQ a − b I c − d NAD ˆISLAMI
TIPA (l) I ˆETYRE DEJSTWIQ NAD ˆISLAMI TIPA (2l). —TO SLEDU@]IE DEJSTWIQ: ac + bd, (ac + bd) −
((a− b)(c− d)), SLOVENIE S MLAD[EJ ˆASTX@ (ac) I SLOVENIE SO STAR[EJ ˆASTX@ (bdx2l).

rASSMATRIWAQ SLUˆAJ, KOGDA w = 2s, POLUˆIM SLEDU@]IE OCENKI. ˜ISLO OPERACIJ UMNOVENIQ

RAWNO NmK
w = wlog2 3.˜ISLO OPERACIJ SLOVENIQ RAWNO NaK

w =
∑s−1

i=0 3i(2·2s−1−i+4·2s−i) = 10(wlog2 3−
w).

dLQ STANDARTNOGO UMNOVENIQ ˆISEL TIPA (w) ˆISLO OPERACIJ SLOVENIQ I UMNOVENIQ OBOZNAˆIM,
SOOTWETSTWENNO, NaS

w = w2 I NmS
w = w2.sRAWNENIE OB]EGO ˆISLA OPERACIJ SLOVENIQ I UMNOVENIQ

ALGORITMA kARACUBY S OB]IM ˆISLOM OPERACIJ W STANDARTNOM ALGORITME POKAZYWAET, ˆTO ALGORITM
kARACUBY NAˆINAET WYIGRYWATX PRI w > 47. a WYIGRY[ W 2 RAZA NAˆINAETSQ PRI w > 298.

oPREDELENIE 2. nAZOWEM POLINOMOM TIPA (m,αi, w) SLUˆAJNYJ POLINOM
∑m

i=1 cix
i−1 IZ W[x]

KO“FFICIENT ci KOTOROGO OTLIˆEN OT NULQ S WEROQTNOSTX@ αi (1 ≤ i ≤ m) I WSE NENULEWYE KO“FFI-
CIENTY IME@T TIP (w).

pEREJDEM K OCENKE ˆISLA OPERACIJ. bUDEM OBOZNAˆATX EAP
m,i,j,w I EMP

m,i,j,w MATEMATIˆESKOE

OVIDANIE ˆISLA SLOVENIJ I UMNOVENIJ PRI WYˆISLENII PROIZWEDENIQ POLINOMOW TIPA (m,σ(i), w)
I (m,σ(j), w). sTANDARTNYJ ALGORITM I ALGORITM kARACUBY BUDEM RAZLIˆATX PO WERHNEMU INDEKSU

S ILI K, SOOTWETSTWENNO.
iZ pREDLOVENIJ 1 – 3 SLEDU@T PREDLOVENIQ O MATEMATIˆESKOM OVIDANII ˆISLA OPERACIJ W

STANDARTNOM ALGORITME I W ALGORITME kARACUBY DLQ UMNOVENIQ POLINOMOW W Z[x].
pREDLOVENIE 4. pRI WYˆISLENII PROIZWEDENIQ POLINOMOW TIPOW (m,σ(r), w) I (m,σ(s), w), r, s ≥

0, S POMO]X@ STANDARTNOGO ALGORITMA UMNOVENIQ POLINOMOW, POLUˆIM

EMPS
m,r,s,w = m2σ(r)σ(s)Nm

w , (12)

EAPS
m,r,s,w = m2σ(r)σ(s)(Na

w + 2w). (13)

pREDLOVENIE 5. pRI WYˆISLENII PROIZWEDENIQ POLINOMOW TIPOW (m,σ(r), w) I (m,σ(s), w), r, s ≥
0, m = 2M S POMO]X@ ALGORITMA kARACUBY IMEEM:

EMPK
m,r,s,w = Nm

w EM
PK
m,r,s, (14)

EAPK
m,r,s,w = Na

wEM
PK
m,r,s +

M−1∑
k=0

k∑
i=0

(
k

i

)
2k−iCP r+i,s+i

2M−k−1,w
, (15)

GDE

CP r,s
l,w = w(14l − 8− l(µr+1 + µs+1)− 2Fl(ν2

r,s)− 2Fl(ν2
r,sνr+1,s+1)− 4(νr,s)lGl(νr,sνr+1,s+1), (16)

I EMPK
m,r,s OPREDELENO W (10).
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w ˆASTNOSTI, DLQ PROIZWEDENIQ PLOTNYH POLINOMOW, TIPA (m, 1, w), KOGDA α = 1, r = s = 0 I

ALGORITM kARACUBY PRIMENQETSQ I DLQ POLINOMOW, I DLQ ˆISEL, POLUˆIM EM = (mw)log2 3.
w PRAWOJ ˆASTI TABLICY tABL.1 PRIWEDENY REZULXTATY SRAWNENIQ ˆETYREH ALGORITMOW UMNOVE-

NIQ POLINOMOW IZ Z[x]:
0. sTANDARTNYJ ALGORITM UMNOVENIQ ˆISEL I POLINOMOW.
1. aLGORITM kARACUBY DLQ UMNOVENIQ ˆISEL I STANDARTNYJ ALGORITM UMNOVENIQ POLINOMOW.
2. sTANDARTNYJ ALGORITM UMNOVENIQ ˆISEL I aLGORITM kARACUBY DLQ UMNOVENIQ POLINOMOW.
3. aLGORITM kARACUBY DLQ UMNOVENIQ I ˆISEL I POLINOMOW.
aLGORITMY SRAWNIWALISX PO OB]EMU ˆISLU OPERACIJ UMNOVENIQ I SLOVENIQ. pLOTNOSTX POLI-

NOMOW α PRIWEDENA W PROCENTAH. dLQ KAVDOGO TIPA POLINOMA (m,α,w) W TABLICE UKAZAN NOMER

LUˆ[EGO ALGORITMA I KO“FFICIENT USKORENIQ – MATEMATIˆESKOE OVIDANIE OTNO[ENIQ ˆISLA OPERA-
CIJ W STANDARTNOM ALGORITME K ˆISLU OPERACIJ W LUˆ[EM ALGORITME.

sRAWNENIE ALGORITMOW UMNOVENIQ W W[x]

m\% 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

4 0.09 0.16 0.22 0.29 0.37 0.46 0.56 0.68 0.81 0.97
8 0.07 0.13 0.18 0.25 0.33 0.43 0.55 0.68 0.83 1.01

16 0.06 0.11 0.18 0.26 0.35 0.47 0.61 0.77 0.95 1.16
32 0.05 0.11 0.19 0.29 0.41 0.55 0.73 0.93 1.16 1.42

64 0.05 0.12 0.21 0.34 0.49 0.68 0.90 1.16 1.45 1.78
128 0.05 0.14 0.26 0.42 0.62 0.86 1.15 1.48 1.86 2.29

256 0.06 0.16 0.32 0.53 0.79 1.11 1.49 1.93 2.43 2.99
512 0.07 0.20 0.40 0.67 1.02 1.44 1.94 2.52 3.18 3.92

210 0.08 0.25 0.51 0.87 1.33 1.89 2.56 3.33 4.20 5.18
211 0.10 0.32 0.66 1.14 1.75 2.50 3.38 4.40 5.56 6.86

212 0.12 0.41 0.87 1.50 2.31 3.30 4.48 5.83 7.38 9.10
213 0.15 0.53 1.14 1.98 3.06 4.38 5.95 7.75 9.80 12.1

214 0.19 0.69 1.50 2.62 4.06 5.82 7.91 10.3 13.0 16.1
215 0.25 0.90 1.98 3.47 5.39 7.74 10.5 13.7 17.4 21.4

216 0.32 1.19 2.62 4.61 7.17 10.3 14.0 18.3 23.1 28.6

sRAWNENIE ALGORITMOW UMNOVENIQ W Z[x]

m w=4 w=16 w=64 w=256

% 10 50 100 10 50 100 10 50 100 10 50 100

4 0 0 2 0 0 2 1 1 3 1 1 3
1.5 1.7 1.1 1.1 1.9 1.9 1.9 3.3

16 0 0 2 0 2 2 1 3 3 1 3 3
2.1 1. 2.7 1.1 1.3 3.4 1.9 2.2 5.8

64 0 0 2 0 2 2 1 3 3 1 3 3
3.3 4 4.7 1.1 1.9 5.9 1.9 3.3 10

256 0 2 2 0 2 2 1 3 3 1 3 3
1.6 5.7 2.3 8.2 1.1 3. 10 1.9 5.2 18

210 0 2 2 0 2 2 1 3 3 1 3 3
2.6 10 3.9 14 1.1 5. 18 1.9 8.8 32

212 0 2 2 0 2 2 1 3 3 1 3 3
4.5 18 6.6 26 1.1 8.5 33 1.9 15 58

214 0 2 2 0 2 2 1 3 3 1 3 3
7.9 31 12 46 1.1 15 58 1.9 26 102

216 0 2 2 0 2 2 3 3 3 3 3 3
14 56 20 81 1.3 26 104 2.3 46 182

tABL. 1. sRAWNENIE ALGORITMOW UMNOVENIQ POLINOMOW W W[x] (SLEWA) I W Z[x] (SPRAWA).
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