
o SLOVNOSTI ALGORITMOW UMNOVENIQ POLINOMIALXNYH MATRIC

zUEW m.s., mALA[ONOK g.i. (tAMBOW)

w NASTOQ]EJ RABOTE RAZWIWAETSQ NOWYJ PODHOD K OCENKAM WYˆISLITELXNOJ SLOVNOSTI ALGEBRA-
IˆESKIH ALGORITMOW DLQ RAZREVENNYH WHODNYH DANNYH, PREDLOVENNYJ W RABOTAH [1–2]. pOLUˆENY
HARAKTERISTIKI SLOVNOSTI ALGORITMOW UMNOVENIQ POLINOMIALXNYH MATRIC NAD NAD KOMMUTATIW-
NYMI OBLASTQMI. rABOTA OPIRAETSQ NA REZULXTATY RABOTY [3] NASTOQ]EGO SBORNIKA PO ISSLEDOWANI@
SLOVNOSTI POLINOMIALXNYH ALGORITMOW.

rASSMATRIWA@TSQ POLINOMIALXNYE MATRICY DLQ DWUH TIPOW KOMMUTATIWNYH OBLASTEJ: OBLASTX
Z - CELYE ˆISLA, DLQ ZAPISI KOTORYH NUVNO NESKOLXKO MA[INNYH SLOW I OBLASTX W - OBLASTX, WSE
“LEMENTY KOTOROJ MOGUT BYTX ZAPISANY W ODNOM MA[INNOM SLOWE, NAPRIMER, ˆISLA S PLAWA@]EJ
TOˆKOJ ILI KONEˆNYE KOLXCA.
1. aLGORITMY UMNOVENIQ MATRIC NAD W[x]. nAZOWEM POLINOMOM TIPA (m,αi) SLUˆAJNYJ PO-
LINOM

∑m
i=1 cix

i−1 IZ W[x], U KOTOROGO WEROQTNOSTX TOGO, ˆTO KO“FFICIENT ci OTLIˆEN OT NULQ RAWNA

αi (1 ≤ i ≤ m). nAZOWEM MATRICEJ TIPA (n, m,αi) SLUˆAJNU@ MATRICU RAZMERA n × n NAD W[x], U
KOTOROJ KAVDYJ “LEMENT – “TO POLINOM TIPA (m,αi). eSLI αi = α DLQ WSEH i, TO BUDEM ZAPISYWATX

TIP MATRICY W WIDE (n, m,α), A ˆISLO α BUDEM NAZYWATX PLOTNOSTX@ MATRICY. nETRUDNO PRO-
WERITX, ˆTO TIP REZULXTATA OPERACIJ SLOVENIQ I UMNOVENIQ OPREDELQETSQ TIPOM OPERANDOW. dLQ
OBLASTI HARAKTERISTIKI 0 SPRAWEDLIWY SLEDU@]IE RAWENSTWA:

(n, m,α) + (n, m, β) = (n, m, 1− (1− α)(1− β)), (1)

(n, m,α)× (n, m, β) = (2m− 1, ρm
i ). (2)

zDESX I DALEE ISPOLXZU@TSQ OBOZNAˆENIQ tmi = i PRI 1 ≤ i ≤ m, tmi = 2m − i PRI m ≤ i ≤ 2m − 1,
πm

i = 1 − (1 − αβ)tm
i PRI 1 ≤ i ≤ 2m − 1, ρm

i = 1 − (1 − πm
i )n PRI 1 ≤ i ≤ 2m − 1, µs = (1 − α)2

s

,

σ(s) = 1 − µs, πl
i(r, s) = 1 − (1 − σ(r)σ(s))tl

i , ρl,h
i (r, s) = 1 − (1 − πl

i(r, s))
h, νr,s = µr + µs − µrµs DLQ

WSEH NEOTRICATELXNYH CELYH i, r, s I NATURALXNYH h, l.
1.1. sTANDARTNYJ ALGORITM. bUDEM OBOZNAˆATX, SOOTWETSTWENNO, EA I EM MATEMATIˆESKIE

OVIDANIQ ˆISLA OPERACIJ SLOVENIQ/WYˆITANIQ I ˆISLA OPERACIJ UMNOVENIQ W ALGORITME. ˜ISLO
OPERACIJ SLOVENIQ KO“FFICIENTOW PRI SLOVENII DWUH MATRIC – “TO ˆISLO NENULEWYH KO“FFICIEN-
TOW SUMMY. pO“TOMU DLQ SUMMY MATRIC (1) POLUˆIM EA = n2m(1−(1−α)(1−β)). dLQ STANDARTNOGO
ALGORITMA UMNOVENIQ MATRIC (2) POLUˆIM: EM = n3m2αβ, EA = n3m2αβ+n2

∑2m−1
i=1

∑n
s=2(1−(1−

πm
i )s) = n3m2αβ+n2(n−1)(2m−1)−n2

∑n
s=2 Fm((1−αβ)s). zDESX OBOZNAˆENO Fm(λ) =

∑2m−1
i=1 λtm

i =
(λm+1 + λm − 2λ)/(λ− 1), PRI λ 6= 1, I Fm(1) = 2m− 1.
1.2. aLGORITM –TRASSENA. fORMULA –TRASSENA DLQ PROIZWEDENIQ MATRIC WTOROGO PORQDKA A =

(aij) I B = (bij) IMEET WID: AB =
(

t1 + t4 − t5 + t7 t3 + t5
t2 + t4 t1 + t3 − t2 + t6

)
GDE t1 = (a11 +a22)(b11 +

b22), t2 = (a21 + a22)b11, t3 = a11(b12 − b22), t4 = a22(b21 − b11), t5 = (a11 + a12)b22, t6 = (a21 −
a11)(b11 +b12), t7 = (a12−a22)(b21 +b22). tAK KAK ZDESX WSEGO 7 UMNOVENIJ, TO “TA FORMULA POZWOLQET
POLUˆITX REKURSIWNYJ ALGORITM DLQ PROIZWEDENIQ PLOTNYH MATRIC PORQDKA n = 2N , W KOTOROM
nlog2 7 OPERACIJ UMNOVENIQ.

pUSTX MATRICY A I B IME@T TIP (n, m,α), n = 2N , m = 2M . tOGDA IZ 7-MI PROIZWEDENIJ W 3-H
SLUˆAQH OBA SOMNOVITELQ IME@T TIP (n/2,m, α), A W 4-H SLUˆAQH – ODIN IZ SOMNOVITELEJ IMEET TIP
(n/2,m, α), A DRUGOJ – (n/2,m, σ(1)). sLEDOWATELXNO NA k-TOM REKURSIWNOM [AGE W 7k UMNOVENIQH

BUDUT UˆASTWOWATX MATRICY TIPA (n/2k,m, σ(j)), j = 0, 1, 2, . . . , k.
oBOZNAˆIM ak

i,j – ˆISLO PROIZWEDENIJ, W KOTORYH UˆASTWU@T MATRICY TIPA (2N−k,m, σ(i)) I
(2N−k,m, σ(j)). tAK KAK W DWUH SLUˆAQH (t2, t5) WOZRASTAET PLOTNOSTX PERWOGO SOMNOVITELQ, W DWUH
SLUˆAQH (t3, t4) WOZRASTAET PLOTNOSTX WTOROGO SOMNOVITELQ I W TREH SLUˆAQH (t1, t6, t7) WOZRASTA@T
PLOTNOSTI OBOIH SOMNOVITELEJ, TO PROIZWODQ]AQ FUNKCIQ POSLEDOWATELXNOSTI ak

i,j IMEET WID (2y +
2z + 3yz)k =

∑k
i=0

∑k
j=0 ak

i,jy
izj . sLEDOWATELXNO, ak

i,j =
(
k
i

)(
i

i+j−k

)
22k−i−j3i+j−k, i, j ≤ k, i + j ≥ k.

pREDLOVENIE 1. pRI WYˆISLENII PROIZWEDENIQ MATRIC TIPA (2N ,m, α) S POMO]X@ ALGORITMA

–TRASSENA NA k-TOM REKURSIWNOM [AGE (k = 1, . . . , N) WYPOLNQETSQ 7k UMNOVENIJ MATRIC, IZ NIH
W

(
k
i

)(
i

i+j−k

)
22k−i−j3i+j−k SLUˆAQH TIPY PERWOGO I WTOROGO SOMNOVITELEJ BUDUT, SOOTWETSTWENNO,

(2N−k,m, σ(i)) I (2N−k,m, σ(j)), i, j ≤ k, i + j ≥ k.
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pREDLOVENIE 2. pRI WYˆISLENII PROIZWEDENIQ MATRIC TIPA (2N ,m, α) S POMO]X@ ALGORITMA

–TRASSENA IMEEM EM =
∑N

i=0

∑N
j=N−i

(
N
i

)(
i

i+j−N

)
22N−i−j3i+j−NEMP

m,i,j , GDE EM
P
m,i,j MATEMATIˆE-

SKOE OVIDANIE ˆISLA UMNOVENIJ PRI WYˆISLENII PROIZWEDENIQ POLINOMOW TIPA (m,σ(i)) I (m,σ(j)),
(SM.[3]). w ˆASTNOSTI, PRI α = 1 EM = nlog2 7EMP

m,0,0.
pODSˆITAEM ˆISLO SLOVENIJ. rASSMOTRIM ODIN [AG ALGORITMA I KAVDOE IZ SLOVENIJ, KOTORYE

ZDESX WYPOLNQ@TSQ. pUSTX MATRICA A IMEET TIP (2l, m, σ(r)), A MATRICA B IMEET TIP (2l,m, σ(s)),
ai,j bi,j – IH BLOKI PORQDKA l.

1. pRI WYˆISLENII t1, . . . , t7 WYPOLNQETSQ 5 SLOVENIJ MATRIC TIPA (l,m, σ(r)) I STOLXKO VE –
TIPA (l,m, σ(s)). pRI “TOM EM1 = 5l2m(σ(r + 1) + σ(s + 1)).

2. mATRICY t1, t6, t7 IME@T TIP (l, 2m− 1, ρm,l
i (r + 1, s + 1)), MATRICY t2 I t5 IME@T TIP (l, 2m−

1, ρm,l
i (r + 1, s)), MATRICY t3, t4 IME@T TIP (l, 2m− 1, ρm,l

i (r, s + 1)). sLEDOWATELXNO: PRI WYˆISLENII
KAVDOJ IZ SUMM t2 + t4 I t3 + t5 I KAVDOJ IZ RAZNOSTEJ t4 − t5 I t3 − t2 BUDET POLUˆENA MATRICA
TIPA (l, 2m − 1, φi), φi = 1 − (1 − ρm,l

i (r, s + 1))(1 − ρm,l
i (r + 1, s)); PRI WYˆISLENII KAVDOJ IZ SUMM

t1 + t7 I t1 + t6 BUDET POLUˆENA MATRICA TIPA (l, 2m − 1, χi), χi = 1 − (1 − ρm,l
i (r + 1, s + 1))2;

PRI WYˆISLENII KAVDOJ IZ SUMM t1 + t4 − t5 + t7 I t1 + t3 − t2 + t6 BUDET POLUˆENA MATRICA TIPA
(l, 2m− 1, ηi), ηi = 1− (1− χi)(1− φi).

dLQ WSEH “TIH DEJSTWIJ POLUˆIM EM2 = l2
∑2m−1

i=1 (4φi + 2χi + 2ηi) = l2(8(2m− 1)− 4Fm(φl
r,s)−

2Fm(χl
r,s)− 2Fm(ηl

r,s)), GDE φl
r,s = (µr + µs+1 − µrµs+1)l(µr+1 + µs − µr+1µs)l, χl

r,s = (µr+1 + µs+1 −
µr+1µs+1)2l, ηl

r,s = φl
r,sχ

l
r,s. pRI “TOM IME@T MESTO RAWENSTWA φi = 1−(φl

r,s)
tm
i , χi = 1−(χl

r,s)
tm
i , ηi =

1− (ηl
r,s)

tm
i , (i = 1, . . . , 2m− 1).

3. uˆITYWAQ WSE WYˆISLENIQ W P.1 I P.2, POLUˆIM MATEMATIˆESKOE OVIDANIE OB]EGO ˆISLA OPE-
RACIJ SLOVENIQ RAWNOE Cm,l

r,s = l2(26m− 8− 5m(µr+1 + µs+1)− 4Fm(φl
r,s)− 2Fm(χl

r,s)− 2Fm(ηl
r,s)).

pREDLOVENIE 3. w ALGORITME –TRASSENA DLQ PROIZWEDENIQ MATRIC TIPA (2N ,m, α) POLUˆIM
EA =

∑N−1
k=0

∑k
i=0

∑k
j=k−i

(
k
i

)(
i

i+j−k

)
22k−i−j3i+j−kCm,2N−1−k

i,j +
∑N

i=0

∑N
j=N−i

(
N
i

)(
i

i+j−N

)
×

×22N−i−j3i+j−NEAP
m,i,j .

zDESX EAP
m,i,j OBOZNAˆAET MATEMATIˆESKOE OVIDANIE ˆISLA SLOVENIJ PRI WYˆISLENII PROIZWEDE-

NIQ POLINOMOW TIPA (m,σ(i)) I (m,σ(j)) (SM.[3]).
w ˆASTNOSTI, PRI α = 1 IMEEM EA = (1/3)(26m− 8)(nlog2 7 − n2) + nlog2 7EAP

m,0,0.
1.3. mODULQRNYE ALGORITMY UMNOVENIQ. mODULQRNYE ALGORITMY OSNOWANY NA KITAJSKOJ TE-
OREME OB OSTATKAH DLQ POLINOMOW. pRI PEREMNOVENII MATRIC TIPA (n, m,α) MAKSIMALXNAQ STEPENX
“LEMENTOW U PROIZWEDENIQ RAWNA 2m − 2. sLEDOWATELXNO, NEOBHODIMO 2m − 1 RAZLIˆNYH MODULEJ

PERWOJ STEPENI.
wYˆISLENIE PARY MATRIC-SOMNOVITELEJ PO KAVDOMU MODUL@ TREBUET WSEGO (2m− 1) ·mn2 UMNO-

VENIJ I STOLXKO VE SLOVENIJ. pROIZWEDENIE DWUH TAKIH MATRIC TREBUET n3 OPERACIJ UMNOVENIQ I

STOLXKO VE OPERACIJ SLOVENIQ W SLUˆAE STANDARTNOGO ALGORITMA UMNOVENIQ, A W SLUˆAE PRIMENENIQ
ALGORITMA –TRASSENA – nlog2 7 OPERACIJ UMNOVENIQ I 6(nlog2 7 − n2) OPERACIJ SLOVENIQ.

dLQ WOSSTANOWLENIQ KAVDOGO IZ n2 POLINOMOW PO 2m − 1 MODULQM PERWOGO PORQDKA PRI ISPOLX-
ZOWANII SHEMY nX@TONA S PREDWARITELXNO WYˆISLENNYMI WSEMI NEOBHODIMYMI KO“FFICIENTAMI

TREBUETSQ (2m− 1)2 OPERACIJ UMNOVENIQ I WDWOE BOLX[EE ˆISLO OPERACIJ SLOVENIQ. nAJDEM OB]EE

ˆISLO OPERACIJ.
pREDLOVENIE 4. w MODULQRNOM ALGORITME, KOGDA PRIMENQETSQ STANDARTNYJ ALGORITM UMNO-

VENIQ MATRIC DLQ KAVDOGO MODULQ, ˆISLO OPERACIJ SLOVENIQ RAWNO An,m = n2(2m− 1)(n+5m− 2),
I ˆISLO OPERACIJ UMNOVENIQ RAWNO Mn,m = n2(2m − 1)(n + 3m − 1). eSLI PRIMENQETSQ ALGO-
RITM –TRASSENA DLQ UMNOVENIQ MATRIC PO KAVDOMU MODUL@, TO ˆISLO OPERACIJ SLOVENIQ RAWNO
ST A = (2m − 1)(6nlog2 7 + 5mn2 − 8n2), A ˆISLO OPERACIJ UMNOVENIQ RAWNO STMn,m = (2m −
1)(nlog2 7 + 3mn2 − n2).
1.4. sRAWNENIE ALGORITMOW UMNOVENIQ MATRIC NAD W[x]. bUDEM PREDPOLAGATX, ˆTO SREDNEE
WREMQ WYPOLNENIQ OPERACIJ UMNOVENIQ I SLOVENIQ ODINAKOWOE.

pRIWEDEM REZULXTATY SRAWNENIQ SLEDU@]IH [ESTI ALGORITMOW: (0)MSPS , (1)MSPK , (2)MStPS ,
(3)MStPK , (4)ModMS , (5)Mod MSt. zDESX OBOZNAˆENO MS I MSt – STANDARTNYJ ALGORITM UMNO-
VENIQ MATRIC I ALGORITM –TRASSENA, PS I PK STANDARTNYJ ALGORITM UMNOVENIQ POLINOMOW I

ALGORITM kARACUBY DLQ POLINOMOW, Mod – MODULQRNYJ ALGORITM. w PRIWEDENNYH NIVE TABLICAH

DLQ ZADANNYH ZNAˆENIJ n, m, α UKAZAN NOMER LUˆ[EGO IZ [ESTI ALGORITMOW I KO“FFICIENT USKO-
RENIQ – mo OTNO[ENIQ ˆISLA OPERACIJ W STANDARTNOM ALGORITME (0) K ˆISLU OPERACIJ W LUˆ[EM
ALGORITME. pLOTNOSTX α PRIWEDENA W PROCENTAH.
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m n=4 n=16 n=64
% 1 10 50 100 1 10 50 100 1 10 50 100
4 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 4

1.4 2.3
16 0 0 0 3 0 0 0 4 0 0 4 4

1.3 1.8 1.3 4.4
64 0 0 0 3 0 0 0 3 0 0 4 4

2.2 2.8 1.7 6.6
256 0 0 0 3 0 0 3 3 0 0 4 4

3.8 1.2 4.9 1.9 7.6
1024 0 0 3 3 0 0 3 3 0 0 3 3

1.7 6.7 2.2 8.7 2.8 11
4096 0 0 3 3 0 0 3 3 0 0 3 3

3. 12 3.9 15 5. 20
16384 0 0 3 3 0 0 3 3 0 0 3 3

5.3 21 6.8 27 8.9 36
65536 0 0 3 3 0 0 3 3 0 0 3 3

9.3 37 12 49 16 64

m n=256 n=1024 n=4096
% 1 10 50 100 1 10 50 100 1 10 50 100
4 0 0 4 4 0 0 5 5 0 0 5 5

1. 2.6 1.1 3. 1.5 3.9
16 0 0 4 4 0 0 5 5 0 0 5 5

2.1 7. 2.6 8.9 3.6 12
64 0 0 4 4 0 0 5 5 0 5 5 5

4.3 16 7.3 28 1.1 11 43
256 0 0 4 4 0 0 5 5 0 5 5 5

6.5 26 17 67 1.9 34 135
1024 0 0 4 4 0 5 5 5 0 5 5 5

7.6 30 1.1 26 104 3.3 76 301
4096 0 0 4 4 0 5 5 5 0 5 5 5

7.9 32 1.2 30 121 4.5 109 436
16384 0 0 3 3 0 5 5 5 0 5 5 5

12 47 1.3 32 126 4.9 123 490
65536 0 0 3 3 0 5 5 5 0 5 5 5

21 83 1.3 32 128 5.1 127 506

tABL. 1. lUˆ[IE ALGORITMY DLQ UMNOVENIQ MATRIC TIPA (n, m,α) NAD W[x] I IH KO“FFICIENTY
USKORENIQ PO OTNO[ENI@ K STANDARTNOMU ALGORITMU.
2. aLGORITMY UMNOVENIQ MATRIC NAD Z[x]. bUDEM PREDPOLAGATX, ˆTO KO“FFICIENTY POLINO-
MOW – “TO CELYE ˆISLA, ZANIMA@]IE NESKOLXKO MA[INNYH SLOW I BUDEM GOWORITX, ˆTO CELOE ˆISLO
IMEET TIP (w), ESLI ONO HRANITSQ W w MA[INNYH SLOWAH. pRIMEM SLEDU@]U@ MODELX WYˆISLITELQ:
(w) + (v) = (max(v, w)), (w)× (v) = (w + v).

dLQ ALGORITMA SUMMIROWANIQ TIPA (w) + (w) ˆISLO SLOVENIJ POLOVIM RAWNYM w, A DLQ STAN-
DARTNOGO ALGORITMA UMNOVENIQ (w) × (v) KOLIˆESTWO UMNOVENIJ I KOLIˆESTWO SLOVENIJ POLOVIM
RAWNYMI vw. w KAˆESTWE ALXTERNATIWNOGO UMNOVENIQ RASSMOTRIM UMNOVENIE PO ALGORITMU kARA-
CUBY.

pUSTX w = 2s, TOGDA ˆISLO OPERACIJ UMNOVENIQ W ALGORITME kARACUBY DLQ UMNOVENIQ ˆI-
SEL TIPA (w) RAWNO NmK

w = wlog2 3, A ˆISLO OPERACIJ SLOVENIQ RAWNO NaK
w = 10(wlog2 3 − w). dLQ

STANDARTNOGO UMNOVENIQ ˆISEL TIPA (w) ˆISLO OPERACIJ SLOVENIQ I UMNOVENIQ OBOZNAˆIM, SOOT-
WETSTWENNO, NaS

w = w2 I NmS
w = w2.

2.1. sTANDARTNYJ ALGORITM UMNOVENIQ MATRIC. nAZOWEM POLINOMOM TIPA (m,αi, w) SLU-
ˆAJNYJ POLINOM

∑m
i=1 cix

i−1 IZ Z[x], U KOTOROGO KO“FFICIENT ci OTLIˆEN OT NULQ S WEROQTNO-
STX@ αi (1 ≤ i ≤ m) I WSE NENULEWYE KO“FFICIENTY IME@T TIP (w). nAZOWEM MATRICEJ TIPA

(n, m,αi, w) SLUˆAJNU@ MATRICU RAZMERA n× n NAD Z[x], U KOTOROJ KAVDYJ “LEMENT – “TO POLINOM
TIPA (m,αi, w).

bUDEM OBOZNAˆATX EAP
m,i,j,w I EMP

m,i,j,w – MATEMATIˆESKOE OVIDANIE ˆISLA SLOVENIJ I UMNOVE-
NIJ PRI WYˆISLENII PROIZWEDENIQ POLINOMOW TIPA (m,σ(i), w) I (m,σ(j), w) (SM.[3]). sTANDARTNYJ
ALGORITM I ALGORITM kARACUBY BUDEM RAZLIˆATX PO WERHNEMU INDEKSU S ILI K, SOOTWETSTWENNO.
pREDLOVENIE 6. dLQ STANDARTNOGO ALGORITMA UMNOVENIQ MATRIC TIPA (n, m,α, w) POLUˆIM:
EM = n3EMP

m,0,0,w, EA = n3EAP
m,0,0,w +2wn2(n− 1)(2m− 1)− 2wn2

∑n
s=2 Fm((1− α2)s).

2.2. aLGORITM –TRASSENA UMNOVENIQ MATRIC.
pREDLOVENIE 5. pRI WYˆISLENII PROIZWEDENIQ MATRIC TIPA (2N ,m, α, w) S POMO]X@ ALGORITMA

–TRASSENA POLUˆIM EM =
∑N

i=0

∑N
j=N−i

(
N
i

)(
i

i+j−N

)
22N−i−j3i+j−NEMP

m,i,j,w,

EA =
∑N−1

k=0

∑k
i=0

∑k
j=k−i

(
k
i

)(
i

i+j−k

)
22k−i−j3i+j−kCm,2N−1−k

i,j,w +
∑N

i=0

∑N
j=N−i

(
N
i

)(
i

i+j−N

)
22N−i−j×

×3i+j−NEAP
m,i,j,w, GDE Cm,l

r,s,w = wl2(42m− 16− 5m(µr+1 +µs+1)− 8Fm(φl
r,s)− 4Fm(χl

r,s)− 4Fm(ηl
r,s)).

w WYRAVENII Cm,l
r,s,w UˆTENO, ˆTO W MATRICAH t1, . . . , t7 KO“FFICIENTY POLINOMOW IME@T TIP

(2w), A W MATRICYH ai,j I bi,j – TIP (w). w ˆASTNOSTI, PRI α = 1, KOGDA n, m, w – STEPENI DWOJKI I
ALGORITM kARACUBY PRIMENQETSQ I DLQ POLINOMOW I DLQ ˆISEL, POLUˆIM EM = nlog2 7(mw)log2 3.
2.3. mODULQRNYE ALGORITMY UMNOVENIQ MATRIC. pRI UMNOVENII MATRIC TIPA (n, m,α, w) W
PROIZWEDENII BUDET POLUˆENA MATRICA POLINOMOW NAD ˆISLAMI TIPA (2w). bUDEM POLAGATX, ˆTO DO-
STATOˆNO 2w+1 PROSTYH MODULEJ p1, . . . , p2w+1, RAZMERY KOTORYH NE PREWY[A@T ODNOGO MA[INNOGO

SLOWA, DLQ WOSSTANOWLENIQ KO“FFICIENTOW W PROIZWEDENII MATRIC. dLQ KAVDOGO IZ NIH NEOBHODIMO

3



2m − 1 RAZLIˆNYH MODULEJ PERWOJ STEPENI DLQ WOSSTANOWLENIQ POLINOMOW. sLEDOWATELXNO, WSEGO
NEOBHODIMO (2m− 1)(2w + 1) MODULEJ.

dELENIE ˆISLA TIPA (w) NA ˆISLO, ZANIMA@]EE ODNO MA[INNOE SLOWO TREBUET w OPERACIJ DE-
LENIQ S OSTATKOM I STOLXKO VE WYˆITANIJ. dLQ MATEMATIˆESKOGO OVIDANIQ ˆISLA DELENIJ (ED)
I WYˆITANIJ (EA), PRI NAHOVDENIQ OSTATKOW PO PROSTYM MODULQM pi DLQ DWUH MATRIC, POLUˆIM
ED = EA = 2n2mαw(2w+1). dLQ WYˆISLENIQ OSTATKOW PO MODULQM x−qi DLQ “TIH 2(2w+1) MATRIC
POLUˆIM EM = EA = 2n2(2m− 1)m(2w + 1).

dLQ WYˆISLENIQ PROIZWEDENIQ KAVDOJ IZ (2m − 1)(2w + 1) PAR MATRIC DLQ STANDARTNOGO ALGO-
RITMA UMNOVENIQ NUVNO n3 OPERACIJ SLOVENIQ I UMNOVENIQ I DLQ ALGORITMA –TRASSENA – nlog2 7

OPERACIJ UMNOVENIQ I 6(nlog2 7 − n2) OPERACIJ SLOVENIQ.
dLQ WOSSTANOWLENIQ KAVDOGO IZ n2(2w + 1) POLINOMOW PO 2m− 1 MODULQM PERWOGO PORQDKA x− qi

PRI ISPOLXZOWANII SHEMY nX@TONA S PREDWARITELXNO WYˆISLENNYMI WSEMI NEOBHODIMYMI KO“FFI-
CIENTAMI TREBUETSQ (2m− 1)2 OPERACIJ UMNOVENIQ I WDWOE BOLX[EE ˆISLO OPERACIJ SLOVENIQ.

dLQ WOSSTANOWLENIQ W Z KO“FFICIENTOW KAVDOGO IZ n2 POLINOMOW PO 2w + 1 PROSTYM MODULQM

pi PO SHEME nX@TONA TREBUETSQ (2w + 1)2 OPERACIJ UMNOVENIQ I WDWOE BOLX[EE ˆISLO OPERACIJ

SLOVENIQ. nAJDEM OB]EE ˆISLO OPERACIJ.
pREDLOVENIE 6. w MODULQRNOM ALGORITME ED = 2n2mαw(2w + 1). pRI ˆEM, KOGDA PRIMENQETSQ
STANDARTNYJ ALGORITM UMNOVENIQ MATRIC, TO EM = n2(2w + 1)(2m − 1)(4m + n + 2w), EA =
n2(2w + 1)(2mαw + (2m − 1)(6m + n + 4w)), A KOGDA PRIMENQETSQ ALGORITM –TRASSENA, TO EM =
n2(2w +1)(2m− 1)(4m+nlog2 7−2 +2w), EA = n2(2w +1)(2mαw +(2m− 1)(6m+6nlog2 7−2 +4w− 6)).
2.4. sRAWNENIE ALGORITMOW UMNOVENIQ MATRIC NAD Z[x]. bUDEM PREDPOLAGATX, ˆTO SRED-
NEE WREMQ WYPOLNENIQ OPERACIJ UMNOVENIQ I SLOVENIQ ODINAKOWOE, A DELENIE WYPOLNQETSQ W 10 RAZ
DOLX[E. pRIWEDEM REZULXTATY SRAWNENIQ SLEDU@]IH DESQTI ALGORITMOW (0)MSPSNS , (1)MSPSNK ,
(2)MSPKNS , (3)MSPKNK , (4)MStPSNS , (5)MStPSNK , (6)MStPKNS , (7)MStPKNK , (8)ModMS ,
(9)ModMSt. zDESX NS I NK OBOZNAˆA@T STANDARTNYJ ALGORITM UMNOVENIQ ˆISEL I ALGORITM kA-
RACUBY DLQ UMNOVENIQ ˆISEL. oSTALXNYE OBOZNAˆENIQ TAKIE VE, KAK I W P.1.4.

w PRIWEDENNYH NIVE TABLICAH DLQ ZADANNYH ZNAˆENIJ n, m, α UKAZAN NOMER LUˆ[EGO ALGORITMA

I KO“FFICIENT USKORENIQ – MATEMATIˆESKOE OVIDANIE OTNO[ENIQ ˆISLA OPERACIJ W STANDARTNOM

ALGORITME (0) K ˆISLU OPERACIJ W LUˆ[EM ALGORITME. pLOTNOSTX α PRIWEDENA W PROCENTAH.

n=4 w=4 w=16 w=64
m \% 1 10 50 100 1 10 50 100 1 10 50 100

4 0 0 0 6 0 0 0 6 1 1 1 7
1.5 2. 1.1 1.1 1.1 2.5

16 0 0 0 6 0 0 2 6 1 1 3 7
2.5 1. 3.4 1.1 1.1 1.3 4.3

64 0 0 6 6 0 0 6 6 1 1 7 7
1.1 4.2 1.6 6. 1.1 1.1 2. 7.6

256 0 0 6 6 0 0 6 6 1 1 7 7
1.9 7.3 2.7 11 1.1 1.1 3.5 14

1024 0 0 6 6 0 0 6 6 1 1 7 7
3.3 13 4.8 19 1.1 1.1 6.1 24

4096 0 0 6 6 0 0 6 6 1 1 7 7
5.8 23 8.4 33 1.1 1.1 11 43

n=16 w=4 w=16 w=64
m \% 1 10 50 100 1 10 50 100 1 10 50 100

4 0 0 0 6 0 0 0 6 1 1 1 7
1.9 2.6 1.1 1.1 1.1 3.2

16 0 0 0 6 0 0 8 8 1 1 8 8
3.1 1.5 4.7 1.1 1.1 2.3 6.6

64 0 0 6 6 0 0 8 8 1 1 8 8
1.4 5.4 2.5 9. 1.1 1.1 5.9 19

256 0 0 6 6 0 0 6 6 1 1 8 8
2.4 9.5 3.5 14 1.1 1.1 9.9 36

1024 0 0 6 6 0 0 6 6 1 1 8 8
4.2 17 6.2 24 1.1 1.1 12 46

4096 0 0 6 6 0 0 6 6 1 1 7 7
7.5 30 11 44 1.1 1.1 14 56
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n=64 w=4 w=16 w=64
m\% 1 10 50 100 1 10 50 100 1 10 50 100

4 0 0 8 8 0 0 8 8 1 1 8 8
1. 2.9 1.8 5.3 1.1 1.1 2.5 7.

16 0 0 8 8 0 0 8 8 1 1 8 8
1.9 6.7 4.7 16 1.1 1.1 8.3 24

64 0 0 8 8 0 0 8 8 1 8 8 8
2.9 11 9. 33 1.1 1.1 22 72

256 0 0 8 8 0 0 8 8 1 8 8 8
3.4 13 12 46 1.1 1.7 39 140

1024 0 0 6 6 0 0 8 8 1 8 8 8
5.5 22 13 51 1.1 2. 48 185

4096 0 0 6 6 0 0 6 6 1 8 8 8
9.8 39 14 57 1.1 2. 50 200

n=256 w=4 w=16 w=64
m\% 1 10 50 100 1 10 50 100 1 10 50 100

4 0 0 8 8 0 0 8 8 1 1 8 8
1.5 4.5 3.6 12 1. 1.1 7.2 22

16 0 0 8 8 0 0 8 8 1 8 8 8
3.6 13 10 37 1. 1.4 24 77

64 0 0 8 8 0 8 8 8 1 8 8 8
7.8 30 1.3 26 96 1. 3.5 70 237

256 0 0 8 8 0 8 8 8 1 8 8 8
12 46 1.8 42 162 1.1 6.1 139 509

1024 0 0 8 8 0 8 8 8 1 8 8 8
14 54 2. 49 196 1.1 7.6 184 714

4096 0 0 8 8 0 8 8 8 1 8 8 8
14 56 2.1 52 207 1.1 8.1 200 795

n=1024 w=4 w=16 w=64
m \% 1 10 50 100 1 10 100 1 10 100

4 0 0 9 9 0 0 9 1 1 9
1.8 5.7 18 1. 1.1 49

16 0 0 9 9 0 9 9 1 9 9
4.9 18 1.1 61 1. 2.6 173

64 0 0 9 9 0 9 9 1 9 9
15 57 2.4 195 1. 7.5 590

256 0 9 9 9 0 9 9 1 9 9
1.5 33 130 5. 460 1.1 18 1532

1024 0 9 9 9 0 9 9 1 9 9
2. 48 191 7.1 698 1.1 27 2562

4096 0 9 9 9 0 9 9 1 9 9
2.2 54 217 8.1 802 1.1 31 3080

n=4096 w=4 w=16 w=64
m \% 1 10 50 100 1 10 100 1 10 100

4 0 0 9 9 0 0 9 1 9 9
2.4 7.7 26 1. 1.6 87

16 0 0 9 9 0 9 9 1 9 9
6.9 26 23 90 1. 82 310

64 0 9 9 9 0 9 9 1 9 9
1.5 23 91 3.9 326 1. 13 1136

256 0 9 9 9 0 9 9 1 9 9
3.2 70 278 11 1007 1. 39 3598

1024 0 9 9 9 0 9 9 1 9 9
6. 145 580 22 2125 1.1 82 7915

4096 0 9 9 9 0 9 9 9 9 9
8.1 199 797 30 2943 1.2 115 11316

tABL. 2. lUˆ[IE ALGORITMY DLQ UMNOVENIQ MATRIC TIPA (n, m,α, w) NAD Z[x] I IH KO“FFICIEN-
TY USKORENIQ PO OTNO[ENI@ K STANDARTNOMU ALGORITMU.
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